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ҽḐљӡỤṪ ḙ

₰ Ὰ Ḟ

第09讲 基底变换

第4章 基底与坐标
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¸向量和向量组

¸向量空间和子空间

¸线性相关性

¸空间的张成

¸维数、基底与坐标

¸构成基底的条件

¸基底变换

¸基底变换的实例
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本讲要点

V ת ᶢẕᴪקᵙᶑ‰ᴪὭ￼ᴝת

V ḙҺҡṄ‰֝ᶢ[Ὡ1,Ὡ2] ї￼ᶑ‰ ֹүỴᶢ[ό1,ό2] ιẊ∂

V ḙҺҡṄүỴᶢ[ό1,ό2] ї￼ᶑ‰ ֹ‰֝ᶢ[Ὡ1,Ὡ2] ιẊ∂

V ḙҺҡṄүỴᶢ[ό1,ό2] ї￼ᶑ‰ ֹүỴᶢ[ὺ1,ὺ2] ιẊ∂

V ♇έᾁ ᵀPythonὼ ḫאі ו
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基于基底变换的坐标变换
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ᶈ 坐标变换￼ῊӧιἅҪῶῊӧѼҺṄԎ ѭᶢẕᴪ

Ὥι҆ḫіᶑ‰ᴪὭᵙᶢẕᴪὭᶈ• ẙіᴵҨת ѭῗ ᵻ҆

љ℅ᵃῊιἅҪѼᴵҨ ῗᵇ ￼ᶢẕᴪὭιᵼѭᶈ ѧιἅ

Ҫ ẂṄᵇ ἄѭᶑ‰ Ἅјᵃ￼ῗι基底变换ὼ ￼ῗᶑ‰￼

ᴠⱢӌ ￼ᴪὭι 坐标变换ὼ ￼ῗ Ѧᵇ ᶈјᵃᶑ‰ ї￼

ԏӌӪ￼ᴪὭ

ᴅ￼ ι ḧ Ѧᶢ҈⸗ḧᶢẕὟ￼ᶑ‰ὼιԎᶑ‰ᴪὭ￼

ḫ ṏῗṄ ᶑ‰ὼҡᶢẕὟ ֹᶢẕὠιệֹᾺ￼ᶑ‰Ӫ

℅ᶴἅҪᴵҨṄᶑ‰ᴪὭ ѭχ [ὼ]Ὗʛ>[ὼ]ὠ

1. 基于基底变换的坐标变换
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¸ᶢ҈ᶢẕ￼ᶑ‰

¸ҡ Ѻ│￼ ẙת ᶢẕᴪὭᵙᶑ‰ᴪὭ

¸ҡ‰֝ᶢẦḊ￼ᶢẕᴪὭ

¸ҡүỴᶢẦḊ￼ᶢẕᴪὭ

1. 基于基底变换的坐标变换
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基于基底的坐标

【定义】

Ӭ ҇ Ὑ2ḕᶈ‰֝ᶢѭὩ1,Ὡ2ιүӍὙ
2ѧ￼ᵇ ὼ ᴵ

Ҩ ѭ ớ ᵀ: ὼ=ὼ1Ὡ1+ὼ2Ὡ2 ‰ ὼ1 ᵙ ὼ2 ᴵҨ ἄῗ ὼᶈ

‰֝ᶢї￼ᶑ‰

҆ḫіιḾүỴὙ2￼ᶢ {ώ,ᾀ} ι ḧᵇ ὼI ᵪ ᶊ ѭ

ớ ᵀ:ὼ=ώ+ᾀι‰ ,ѭὼ Ẕ҈ᶢ{ώ,ᾀ}￼ᶑ‰

1. 基于基底的坐标
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基于基底的坐标

Ḿᶢ{ώ,ᾀ}ѧ￼Ӻ ὴẑιӔệ ώѭ Ѧᶢᵇ ιᾀѭ

҇Ѧᶢᵇ ιẊṄ Ѧῶẑ￼ᶢ ѭ [ώ,ᾀ] ⱡᵅ ᵇ (,)Ὕѭ ὼ

ḾẔ҈ [ώ,ᾀ] ￼ᶑ‰ᵇ

├Ỵιḅ‛ҐὭᶢᵇ ￼ ẑѭ[ᾀ,ώ]ιֱọ ᵃῊҐὭᶑ‰ᵇ

ὼḾẔ҈ [ᾀ,ώ] ￼ᶑ‰ᵇ ѭ (,)Ὕ ẸӔּזї‰ᶢῊιӕḅ

{ό1,ό2}ιї‰ṏ ᶢᵇ ￼ Ѧ ẑ

2. 基于基底的坐标
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例题讲解

【例9.1】 ҧ ώ=(2,1)Ὕιᾀ=(1,4)Ὕ ᵇ yᵙz ớῂԋιћ‗ἄὙ2

￼ ᶢ ᵇ ὼ=(7,7)Ὕᴵ֒ѭ ớ ᵀ: x=3y+z ℅ᶴιx Ẕ

҈[y, z]￼ᶑ‰ᵇ ῗ (3,1)Ὕ ҡ֡Ӎі ιᶑ‰ᵇ ḅӍҡ

ᴝ♇ ιᴏ(7,7)♇ֹט Ӿ⌐ yΆᵇιⱡᵅ⌐ zΆᵇ

2. 基于基底的坐标

ḅ‛Ἣz Ӑῗ Ѧᶢᵇ ιyῗ

҇Ѧᶢᵇ ιֱχx=z+3y xḾẔ҈

ῶẑᶢ[z, y]￼ᶑ‰ᵇ ѭ(1,3)Ὕ ҡ֡

Ӎі ι Ѧᵇ ᵓ ἅҪḅӍҡᴝ

♇ ιᴏ(7,7)♇ֹט Ӿ⌐ zΆᵇι

ⱡᵅ⌐ yΆᵇ ט
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例题讲解：人口迁移

【例5.4】Ӭ ѦᶽᶝṴ￼ỞҚᴭӠὙ Ḿᶁḧψⱡ ι⅛ẉ

6%￼ҚҡᶝṴᾈֹ ι2%￼￼Қҡת ᾈֹᶝṴת ḅ‛ִḊ

Ὴι30%￼Қּו╗ᶈᶝṴι70%￼Қּו╗ѧ ιת ѱ10ẉᵅ

Ҏ⅝ӕῶҜѱᴪקό30ẉᵅ ό50ẉᵅ ό Ὴ Ỵᵖ Ҝѱό

χҚᴭ￼ᴪקᴵּי Ѻ│ ḧ

ҧχὃ
πȢωτπȢπς
πȢπφπȢωψ

ᴣ ὼ
πȢσ
πȢχ

Ԏѧι0.94 ẉᵅҠⱡּו╗ᶈᶝṴ￼Қᴭ⅝ӕι0.02 ҡ

ᾈֹᶝṴ￼Қᴭ⅝ӕψ0.06ת ҡᶝṴᾈֹ Қᴭ⅝ӕι￼ת

0.98 Ҡⱡּו╗ᶈ Қᴭ⅝ӕ￼ת

2. 基于基底的坐标
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例题讲解：人口迁移

ֱι1ẉᵅιᶈᶝṴᵙ יҚᴭ⅝ӕᴵּ￼╗וּת ὼ1=ὃὼ0 ∂ệψ

2ẉᵅ￼⅝ӕᴵּי ὼ2=ὃὼ1=ὃ
2ὼ0 ∂ệψ ᶊιnẉᵅ￼⅝ӕᴵ

ὼὲ=ὃיּ
ὲὼ0 ֧

ḅ‛ n= 10ι30ᵙ50Ὴ￼︣֫⅝ιẊṄḜҪ Ԅֹῳὶ

￼︣֫⅝ιἅҪῶχ

● ὃ●
πȢςωφ
πȢχπτ

ι● ὃ ●
πȢςχς
πȢχςψ

ι

● ὃ●
πȢςως
πȢχπψ

ιὀ ὃ ●
πȢςυτ
πȢχτυ

ι

● ὃ ●
πȢςυπ
πȢχτω

2. 基于基底的坐标



计算机数学（Computer Mathematical ）

Xinyu Ou | ouxinyu@alumni.hust.edu.cn Yunnan Open University                                                                                   12/67

例题讲解：人口迁移

2. 基于基底的坐标

ẸnὙ ᶭזῊιᵇ ẑ֯ ὼὲ=ὃ
ὲὼ0 Ṅᾠᾩֹ‖ ὼ=[ 0.25,0.75]Ὕ ᵇ

x￼‖ ѭ ￼稳态向量（steady -state vector ） ῶԌ ￼ᵃḙᴵ
Ҩ ῶԋ马尔可夫过程(Markov process) ￼ ԋᾰꞋ
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课堂互动一 Link

http://teaching.ouxinyu.cn/ComputerMath/Html/Interactions/Lecture06BaseConversionAssignments.html
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从矩阵乘法的角度理解基底变换
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基于二阶方阵的基底变换（坐标变换）

ׁ ἅҪ ᵇ ￼ᶑ‰ọ ӘἘ҈ᶢẕ￼ ᴨιѼṏῗ ι

ᵇ ￼ᶑ‰ᶈ῎ ҃ᶢẕ￼ׁώїἑῶḫ ỴѲ Ḿ҈҇ ֯ᵇ

ιἅҪ ḜḾẔֹ ѧ￼ᶑ‰ῗ(x, y)ιԎḫṏῗᶢ҈ ᶢẕχ

(
ρ
π
ȟ
π
ρ

). ѱ҇ ᶢᵇ ￼Ḣᾯ ṏẔ ῗχ

ὼ
ώ = ὼ

ρ
π

ώ
π
ρ

3. 从矩阵乘法的角度理解基底变换（坐标变换）
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基于二阶方阵的基底变换（坐标变换）

ї ἅҪṏַּז Ѧ₦Ổ љᵇ ￼Ѻ│ ṝ

Ầι ℓת ᶑ‰ᴪὭ￼

ḧ Ѧ ═
ὥ ὦ
ὧ Ὠ

ι ḕᶈᵇ ό
ὼ
ώιֱḜҪѳ

￼Ѻ│ԋ ᴵҨ ѭχ

═◊
ὥ ὦ
ὧ Ὠ

ὼ
ώ

ὥ ὦ
ὧ Ὠ

ὼ4
π

ώ
π
ρ

ὼ
ὥ ὦ
ὧ Ὠ

4
π

ώ
ὥ ὦ
ὧ Ὠ

π
ρ

ὼ
ὥ
ὧ

ώ
ὦ
Ὠ

3. 从矩阵乘法的角度理解基底变换（坐标变换）
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基于二阶方阵的基底变换（坐标变换）

῭ ᶊ ιἅҪᴵҨ ѭᶈ ὥ ὦ
ὧ Ὠ

￼Ӑּזїιᵇ

όṄҡ标准基迁移到一个新的基下ιᴏḢἄ҃ᶑ‰ᴪὭ

ὼ4
π

ώ
π
ρ

ὼ
ὥ
ὧ

ώ
ὦ
Ὠ

ԏӌ ι Ѻ│ ι Ἣᵇ ￼ᶢẕ ҃ᴪὭι

ῇ￼ᶢẕ(
ρ
π
ȟ
π
ρ

) ᴪἄ҃Ὰ￼ᶢẕ(
ὥ
ὧ
ȟ
ὦ
Ὠ

)

¸ ῑṃׁιּיῇᶢẕָ֫ѺҨḾẔ￼ᶑ‰(x, y) Ԏ ӈ ψ

¸ ῑṃᵅιּיᾺᶢẕᴞѺҨᶑ‰(x, y) ᶑ‰ᶈᾺ￼ᶢẕї￼

ӈ χὼ4
π

ώ
π
ρ

ὼ
ὥ
ὧ

ώ
ὦ
Ὠ

ὥὼ ὦώ
ὧὼὨώ

3. 从矩阵乘法的角度理解基底变换（坐标变换）



计算机数学（Computer Mathematical ）

Xinyu Ou | ouxinyu@alumni.hust.edu.cn Yunnan Open University                                                                                   18/67

基于二阶方阵的基底变换（坐标变换）

ῑṃԋ ᴵҨּזїᶃ χ

3. 从矩阵乘法的角度理解基底变换（坐标变换）

ὼ
1
π

ώ
π
ρ

ὼ
ὥ
ὧ

ώ
ὦ
Ὠ

ὥὼ ὦώ
ὧὼὨώ
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【结果分析】

ᵀ ￼Ѻ│ԇẪј ᴧאχ

1. A￼ ֯
ὥ
ὧ
ṏῗᴝḊ￼ὼΆᵇі￼‰֝ᶢ 4

π
ᴪὭἍệֹ￼

‰ӈ εᶢ҈Ὰᶢᵇ ￼ᶑ‰ζι ҇֯ ὦ
Ὠ
ṏῗώΆᵇі

￼‰֝ᶢ
π
ρ
ῑṃᵅ￼ ‰ӈ εᶢ҈Ὰᶢᵇ ￼ᶑ‰ζ

2. ῑṃᵅệֹ￼Ὰᵇ ιḅ‛Ҩᵇ (
Á
Ã
ȟ
Â
Ä

) ѭᶢẕ ѱԎᶑ‰

Ҡⱡῗ(x,y)ψḅ‛Ҩ‰֝ᶢ (
ρ
π
ȟ
π
ρ

) ѭᶢẕι ѱԎᶑ‰ṏᴪ

ѭ (ὥὼ+ὦώ,ὧὼ+Ὠώ)

3. 从矩阵乘法的角度理解基底变换（坐标变换）
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基于三阶方阵的基底变换（坐标变换）

ѕ Ά ᵙѕ ֯ᵇ Ѻ￼ӕḒιԎ ֱѼ◑ ҇

ᴪὭ￼ᴝתχ

═◊
ὥ ὦ ὧ
Ὠ Ὡ Ὢ
Ὣ Ὤ Ὥ

ὼ
ώ
ᾀ

ὥ ὦ ὧ
Ὠ Ὡ Ὢ
Ὣ Ὤ Ὥ

ὼ
4
π
π

ώ
π
ρ
π

ᾀ
π
π
ρ

ὼ

ὥ
Ὠ
Ὣ

ώ
ὦ
Ὡ
Ὤ

ᾀ
ὧ
Ὢ
Ὥ

3. 从矩阵乘法的角度理解基底变换（坐标变换）
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【结果分析】

1. A￼ ֯
ὥ
Ὠ
Ὣ
ṏῗ‰֝ᶢ

4
π
π
ᴪὭᵅệֹ￼ ‰ӈ ψ ҇֯

ὦ
Ὡ
Ὤ
ṏῗ‰

֝ᶢ
3
ρ
π
ῑṃᵅ￼ ‰ӈ ψ Ά ѕ֯

ὧ
Ὢ
Ὥ
ṏῗ‰֝ᶢ

3
π
ρ
ῑṃᵅ￼ ‰ӈ

2. ῑṃᵅ￼ ‰ᵇ ḅ‛ᶈᾺ￼ᶢẕ (

ὥ
Ὠ
Ὣ
ȟ
ὦ
Ὡ
Ὤ
ȟ
ὧ
Ὢ
Ὥ

)їιԎᶑ‰Ҡⱡῗ(ὼ,ώ,ᾀ)ψ

ḅ‛ᵻֹ‰֝ᶢїιᾺᶢẕᵙԎḾẔ￼ᶑ‰(ὼ,ώ,ᾀ) ᵀιṏ ệֹ ᴝ

Ḋᶢẕ￼ᶑ‰Ӫιԏӌ ѭχ
ὥὼ ὦώ ὧᾀ
Ὠὼ ὩώὪᾀ
Ὣὼ Ὤώ Ὥᾀ

3. 从矩阵乘法的角度理解基底变换（坐标变换）
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基于m ×n阶方阵的基底变换（坐标变换）

ї ῭ ￼ӕḒι ḧ Ѧ ὃάÖὲ(ά˃ ὲ)ᵙ Ѧὲ

֯ᵇ ὼ ἅҪὟⱢі ￼ℓ ὃᴝ ᵇ ὼ￼Ѻ│ιᴵ

Ҩệֹχ

ᶈάÖὲẻꜛᶽṇ￼ ὃ￼ӐּזїιᴝḊ￼ὲ ᵇ

[1,0,ɚ,0]T ῑṃ҃Ὰ￼ά ẙᶢᵇ [ὥ11,ὥ21,ɚ,ὥά1]ψᴝḊ￼ὲ

ᵇ [0,0,ɚ,1]T ῑṃ҃Ὰ￼ά ẙᶢᵇ [ὥ1n,ὥ2n,ɚ,ὥάὲ]

3. 从矩阵乘法的角度理解基底变换（坐标变换）
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【结果分析】

ҡὸṀ ‛ᴵҨᴧאι映射前后的坐标维度发生了变换ιᴝḊ￼ὲ

֯ᵇ ᴪἄ҃ὲѦά ֯ᵇ ￼ ớ ᵀιῳ ￼ ‛ῗ Ѧά

￼֯ᵇ ιἅҪј℅יּ ệ֧ χῑṃᵅ￼ᵇ ᾭᵙᴝḊᵇ

ᾭ￼ԋ ᴨ֘҈ῑṃ ￼ ᾭάᴝ ὲ￼ԋ χ

¸ά>ὲιῑṃᵅ￼ ‰ᵇ ᾭᶽ҈ᴝḊᵇ ￼ ᾭ ℅Ὴι Aѧ

￼ ὲѦ֯ᵇ ј Ҩ ά ѧ￼Ἅῶᵇ ᵼ℅ι ὲѦᵇ

ῂ│ἄѭ ά ￼ᶢẕ

¸ά<ὲι ‰ᵇ ￼ ᾭṇ҈ᴝḊᵇ ￼ ᾭιֱ ὲѦᵇ ѧι ḧḕ

ᶈ ớ ԋ￼ᵇ ιᵼ℅ḜѼῂ│‗ἄᶢẕ

¸ά=ὲιΆ ι ‰ᵇ ᾭљᴝḊᵇ ℅Ὴιḅ‛ ὲѦᵇ

ớῂԋιֱḜҪṏ ᶼ‗ấ Ὰ￼ᶢẕ

3. 从矩阵乘法的角度理解基底变换（坐标变换）
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课堂互动二 Link

http://teaching.ouxinyu.cn/ComputerMath/Html/Interactions/Lecture06BaseConversionAssignments.html
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从标准基开始的基底变换
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ῆ֘ḧӔּז Ὰ￼ᶢιṏ ḿἧᶈ ᶢї￼ᶑ‰

ӕḅιӬ ἅҪṸῺּז јᵃ￼ᶢҦῲ Ὑ2 ѧ￼‰֝ᶢ [Ὡ1,Ὡ2] ι

јḈ χ◊
σ
ς
ȟ◊

ρ
ρ

҆ḫіιἅҪṸῺӮ￼ῗᶈѣѦᶑ‰ Ὥ ї

两个问题χ

1. ḧ Ѧᵇ ὼ=(ὼ1,ὼ2)
Ὕι∂Ḝᶈό1 ᵙό2 ї￼ᶑ‰

2. ḧ Ѧᵇ ὧ1ό1+ὧ2ό2ι∂ḜᶈὩ1ᵙὩ2 ї￼ᶑ‰

4. 从标准基开始的基底变换（坐标变换）
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任务2

2. 给定一个向量ὧ1ό1+ὧ2ό2，求它在Ὡ1 和Ὡ2 下的坐标。

ї ιἅҪӾ∂ 任务2ιᵼѭḜ Ḿ ᴅ ѭ҃Ṅᶢ[ό1,ό2]

Ὥѭ‰֝ᶢ[Ὡ1,Ὡ2]ιἅҪọ Ṅᴝ￼ᶢӺ ό1ᵙό2 ѭᾺ￼

ᶢӺ Ὡ1ᵙὩ2

◊ σὩ4 ςὩ5

◊ Ὡ4 Ὡ5

ệֹχ℅יּ

ὧ1ό1+ὧ2ό2 =ὧ1 (3Ὡ1+ 2Ὡ5)+ὧ2 (Ὡ1+Ὡ5)= (3ὧ4Ὡ1+ 2ὧ4Ὡ5)+ (ὧ5Ὡ1+ὧ5Ὡ5)

=( 3ὧ1+ὧ2)Ὡ1+( 2ὧ1+ὧ2)Ὡ5

4. 从标准基开始的基底变换（坐标变换）
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任务2

ὧ1ό1+ὧ2ό2 =(3ὧ1+ὧ2)Ὡ1+(2ὧ1+ὧ2)Ὡ5

ᵼ℅ὧ1ό1+ὧ2ό2 Ẕ҈[Ὡ1,Ὡ2]￼ᶑ‰ᵇ ѭχ

● 6ὧ4.ὧ5
5ὧ4.ὧ5

σ ρ
ς ρ

ὧ4
ὧ5

ḅ‛ҧ╤ ό4/ό5
σ ρ
ς ρ

ιֱ ḧүӍ Ẕ҈[ό4/ό5]￼ᶑ

‰ᵇ ὧι∂ Ẕ҈[Ὡ1,Ὡ2]￼ᶑ‰ᵇ ὼιἅҪᴱ זּ ὟѺҨ ὧι

ṏᴵҨệֹ转移公式：ὼ=Ὗὧ

℅Ὴι Ὗѭῶẑᶢ [ό4/ό5]ֹ‰֝ᶢ [Ὡ1,Ὡ2]￼转 移 矩 阵

(transition matrix)

4. 从标准基开始的基底变换（坐标变换）
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任务1

ѭ҃∂ 任务1ιἅҪ ∂ҡ[Ὡ1,Ὡ2]ֹ[ό1,ό2]￼ ү

￼1ѧח Ὗῗ ᷈ầ￼ιᵼ℅Ḝ￼֯ᵇ ό1ᴝ ό2 ớῂԋ יּ

і ￼ ԇẪᴵҨệֹχ╬ ╤ ὼ

ᵼ℅ι ḧᵇ χ● ὼȟὼ Ὕ ὼ1Ὡ1+ὼὩ2ιᴱ ѺҨὟī1

ᴏᴵ∂֧ᶈ[ό1,ό2]ї￼ᶑ‰ᵇ ԎѧὟī1ѭҡ[Ὡ1,Ὡ2]ֹ[ό1,ό2]￼

4. 从标准基开始的基底变换（坐标变换）

ЕẐ AЇ ᴂ װ ҅ү
ὄ=[ὃὍ] Ї B √ Ї A ҿ ᵣ Iɼ

֥ ṢЇI ᵊ A ὃī1 ɼ Ї
ὅ=[Ὅὃī1] .
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例题讲解

【例5.5】ҧό4=(3,2)Ὕ,ός=(1,1)Ὕᴣὼ=(7,4)Ὕ ∂ὼ Ẕ҈ό1ᵙό2

￼ᶑ‰ᵇ

χ⁞Ὧׁ ￼ộ ιҡ [Ὡ1,Ὡ2] ֹ [ό4,ός] ￼ ѭὟ￼

ιԎѧχὟ=(ό1,ό2)=
σ ρ
ς ρ

.

ᵼ℅ιὧ=Ὗʛ1ὼ=
ρ ρ
ς σ

χ
τ

σ
ς

ᴏὧѭ ∂￼ᶑ‰ᵇ ιћ ὼ=3ό1ʛ5ό2

ї ӔּזPython∂ Ὗ￼ Ὗʛ1ᵙ љᵇ

ѳ ￼Ѻ│

4. 从标准基开始的基底变换（坐标变换）
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例题讲解

4. 从标准基开始的基底变换（坐标变换）
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例题讲解

【例5.6】ҧ╫1=(1,-1)Ὕ,╫ς=(-2,3)Ὕ ∂ҡ[Ὡ1,Ὡ2] ֹ [ό1,ός] ￼

ιẊ ḧὼ=(1,2)Ὕ Ẕ҈[╫1,╫ς]￼ᶑ‰ᵇ

解：ҡ[╫1,╫ς]ֹ[Ὡ1,Ὡ2]￼ ѭχB =(╫1,╫ς)=
ρ ς
ρ σ

.

￼ιҡ[Ὡ1,Ὡ2] ֹ[╫1,╫ς]℅יּ ѭχB ī1=
σ ς
ρ ρ

ᵼ℅ιᵇ ὼ Ẕ҈[╫1,╫ς]￼ᶑ‰ᵇ ѭχ

ὧ=B ī1ὼ= 
σ ς
ρ ρ

ρ
ς

χ
σ

҈ῗῶχὼ=7ὦ1+3ὦ2

4. 从标准基开始的基底变换（坐标变换）
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例题讲解

4. 从标准基开始的基底变换（坐标变换）
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课堂互动三 Link

http://teaching.ouxinyu.cn/ComputerMath/Html/Interactions/Lecture06BaseConversionAssignments.html
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从任意基开始的基底变换
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【定义】 ҧὠѭ Ѧᵇ ιћҧὉ=[ὺ1,ὺ2,...,ὺὲ] ѭὠ￼ ῶ

ẑᶢ ὺѭὠѧ￼үỴӺ ιֱ ὺI ֒ѭχ

ὺ=ὧ1ὺ1+ὧ2ὺ2+...+ὧὲὺὲ

Ԏѧ ὧ1,ὧ2,...,ὧὲѭ‰ ᵼ℅ᴵҨṄ⅛ Ѧᵇ ὺᵪ ḾẔ҈

Ὑὲѧ￼ Ѧᵇ ὧ=(ὧ1,ὧ2,...,ὧὲ)
Ὕ זּ ΆẪḧѲ￼ᵇ ὧ ѭ

ὺ Ẕ҈ῶẑᶢ Ὁ￼ᶑ‰ᵇ ιẊ ѭ [ὺ]ὉιὧὭ ѭ ὺ Ḿ҈Ὁ

￼ᶑ‰

ׁ ￼ӕḒᶎӬ ᶑ‰ᴪὭᶈ Ὑ2 ѧ ι ӆ￼Ά│ѼᴵẔ

Ὑὲ҈זּ ᶈὙὲѧι ṄѭὲÖὲ

5. 一般向量空间的基底变换（坐标变换）
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ї ἅҪ їҡ ‰֝ᶢ[ό4,ός]ֹᴰ ‰֝ᶢ

[ὺ1,ὺ2]￼ᶑ‰ᴪὭ Ӭ Ḿ ḧ￼ᵇ ὼιḜ Ẕ҈[ὺ1,ὺ2]

￼ᶑ‰ѭχὼ=ὧ1ὺ1+ὧ2ὺ2

ᶈιἅҪṸῺṄὼא ѭᵙᶢ[ό4,ός]ḾẔ￼ᶑ‰Ὠ1ό1+Ὠ2ό2

ᴏ∂‰ Ὠ1,Ὠ2ιӔệχὧ1ὺ1+ὧ2ὺ2 = Ὠ1ό1+Ὠ2ό2

ҧ ὠ=(ὺ1,ὺ2)ιћ Ὗ=(ό4,ός)ιֱі ￼Ά ᴵҨ֒ἄ

ẻẪχὠὧ=ὟὨιּי℅ᴵҨệֹχὨ=Ὗʛ1ὠὧ

ᵼ℅ι ḧ Ὑ2 ѧ￼ᵇ ὼᴣԎḾẔ￼ῶẑᶢ [ὺ1,ὺ2] ￼ᶑ‰

ᵇ ὧι ∂ ὼ Ẕ҈Ὰᶢ [ό4,ός] ￼ᶑ‰ᵇ Ὠιᴱ Ṅ ὧѺҨ

VֹU￼ χ Ὓ=Ὗʛ1ὠ

5. 从任意基开始的基底变换（坐标变换）
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例题讲解

【例5.7】∂ҡ ‰֝ᶢ[ὺ1,ὺ2] ֹᴰ ‰֝ᶢ [ό4,ός] ￼

ιԎѧὺ1 [5,2] T, ὺ2 [7,3] T ᴣό1 [3,2] T ,ό2 [1,1] T

χҡ[ὺ1,ὺ2]ֹ[ό4,ός]￼ ѭ

Ὓ=Ὗʛ1ὠ= 
σ ρ
ς ρ

-1 υ χ
ς σ

σ τ
τ υ

ӆᶊι U￼ Ὗʛ1ᵙ Ѻ│ιѼᴵҨӔּז

PythonḢἄ

5. 从任意基开始的基底变换（坐标变换）
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例题讲解

5. 从任意基开始的基底变换（坐标变换）



计算机数学（Computer Mathematical ）

Xinyu Ou | ouxinyu@alumni.hust.edu.cn Yunnan Open University                                                                                   40/67

例题讲解

【结果分析】

ҡ[ὺ1,ὺ2]ֹ[ό4,ός]￼ ὭᴵҨ ἄῗ Ѧѣℓ￼ 首先ҡ

[ὺ1,ὺ2] Ὥѭ‰֝ᶢ [Ὡ1,Ὡ2] ι然后Ԝҡ‰֝ᶢ Ὥѭ[ό4,ός]

ḧᵇ Ὑ2ѧ￼ᵇ ὼι ὧѭὼ Ẕ҈[ὺ1,ὺ2]￼ᶑ‰ᵇ ιћ

Ὠѭὼ Ẕ҈[ό4,ός]￼ᶑ‰ᵇ ιֱχ

ὧ1ὺ1+ὧ2ὺ2 =ὼ1Ὡ1+ὼ2Ὡ2 = Ὠ1ό1+Ὠ2ό2

ᵼѭVῗҡ[ὺ1,ὺ2]ֹ[Ὡ1,Ὡ2]￼ ιћὟʛ1 ῗҡ[Ὡ1,Ὡ2]ֹ

[ό4,ός] ￼ ιּי℅ệֹχὠὧ=ὼᴣὟʛ1ὼ=Ὠ

҈ῗιὟʛ1ὠὧ=Ὗʛ1ὼ=Ὠ

5. 从任意基开始的基底变换（坐标变换）
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例题讲解

【结果分析】

ḅׁἍ ιἅҪệֹ҃ҡ [ὺ1,ὺ2]ֹ [ό4,ός]￼ ѭ

Ὓ=Ὗʛ1ὠ ї ֧ Ѧẻ ᶃ￼ק χ

5. 从任意基开始的基底变换（坐标变换）
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例题讲解

【例5.8】 ὼ= 3ὺ1+2ὺ2īὺ3 ᴣ ώ=ὺ1ī3ὺ2+2ὺ3ιҧχ

Ὁ= [ὺ1,ὺ2,ὺ3] = [(1,1,1)Ὕ,(2,3,2)Ὕ,(1,5,4)Ὕ]

Ὂ= [ό1,ό2,ό3] = [(1,1,0)Ὕ,(1,2,0)Ὕ,(1,2,1)Ὕ]

∂χε1ζҡ╔ֹ F￼ ψε2ζ∂ ὼ,ώ Ẕ҈ῶẑᶢF￼ᶑ‰

χε1ζ╔ֹ F￼ ѭχ

Ὓ=Ὗī1ὠ ╕ ╔

ρ ρ ρ
ρ ς ς
π π ρ

ρ ς ρ
ρ σ υ
ρ ς τ

ς ρ π
ρ ρ ρ
π π ρ

ρ ς ρ
ρ σ υ
ρ ς τ

ρ ρ σ
ρ ρ π
ρ ς τ

5. 从任意基开始的基底变换（坐标变换）
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例题讲解

χε2ζᶑ‰ ὼ,ώ Ẕ҈ῶẑᶢ Ὂ￼ᶑ‰ᵇ ѭχ

● ╢●
ρ ρ σ
ρ ρ π
ρ ς τ

σ
ς
ρ

ψ
υ
σ

◐ ╢◐
ρ ρ σ
ρ ρ π
ρ ς τ

ρ
σ
ς

ψ
ς
σ

ὂṝ χ ᶢẕᴪὭׁᵅ￼ở ớ

8ό1ʛ5ό2+ 3ό3 = 3ὺ1+ 2ὺ2ʛὺ3

ʛ8ό1+ 2ό2+ 3ό3 = ὺ1ʛ3ὺ2+ 2ὺ3

5. 从任意基开始的基底变换（坐标变换）
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例题讲解-Python 描述

5. 从任意基开始的基底变换（坐标变换）
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【拓展验证】：验证基底变换前后的恒等性

8ό1ʛ5ό2+ 3ό3 = 3ὺ1+ 2ὺ2ʛὺ3

ʛ8ό1+ 2ό2+ 3ό3 = ὺ1ʛ3ὺ2+ 2ὺ3

5. 从任意基开始的基底变换（坐标变换）
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课堂互动四 Link

http://teaching.ouxinyu.cn/ComputerMath/Html/Interactions/Lecture06BaseConversionAssignments.html
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更多基底变换的例子
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V ҡ‰֝ᶢ[Ὡ1,Ὡ2] ֹүỴᶢ[ό1,ό2] ￼ᶢẕᴪὭεᶑ‰ᴪὭζ

V ҡүỴᶢ[ό1,ό2] ֹ‰֝ᶢ[Ὡ1,Ὡ2] ￼ᶢẕᴪὭεᶑ‰ᴪὭζ

V ҡүỴᶢ[ό1,ό2] ֹүỴᶢ[ὺ1,ὺ2 ] ￼ᶢẕᴪὭεᶑ‰ᴪὭζ

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.9】Ḿї֯ ι∂ҡᶢ[ό1,ό2]ֹ[Ὡ1,Ὡ2]ḾẔ￼ U

1. ό1=(1,1)Ὕ, ό2@+ʛ4/4,
Ὕ

2. ό1=(1,2)Ὕ, ό2=(2,5)Ὕ

3. ό1=(0,1)Ὕ, ό2=(1,0)Ὕ

֫‘χҡүỴᶢ [ό1,ό2] ֹ‰֝ᶢ [Ὡ1,Ὡ2] ￼ᶢẕᴪὭεᶑ‰ᴪ

Ὥζ ℅ᶴ∂ ι⅝ ᴅιᴱ Ṅόὴ֯ἄ֯ᵇ

ᴏᴵệֹ⸗ḧᶢᵇ‰֝ᶢ￼

╤ ό4/ό5
ρ ρ
ρ ρ

,╤ ό4/ό5
ρ ς
ς ρ

, 

╤ ό4/ό5
π ρ
ρ π

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.10 】∂ҡᶢ[Ὡ1,Ὡ2]ֹ[ό1,ό2]ḾẔ￼ S

1. ό1=(1,1)Ὕ, ό2@+ʛ4/4,
Ὕ; 2. ό1=(1,2)Ὕ, ό2=(2,5)Ὕ

2. ό1=(0,1)Ὕ, ό2=(1,0)Ὕ

֫‘χҡ‰֝ᶢ[Ὡ1,Ὡ2]ֹүỴᶢ[ό1,ό2]￼ᶢẕᴪὭ ⁞Ὧᶑ‰

ᴪὭԇẪιᶢᶑ‰ ὼ=ὟὧιἅҪᴵҨệֹҡ‰֝ᶢᶑ‰ᵇүỴᶢᶑ

‰￼ᴪὭԇẪχὧ=Ὗʛ1ὼιԎѧὟʛ1ṏῗ‰֝ᶢ [Ὡ1,Ὡ2]ֹүỴᶢ

[ό1,ό2]￼

χ╤ ό4/ό5
ρ ρ
ρ ρ

, ╤ ό1/ό5
ρ ς
ς υ

, 

╤ ό4/ό5
π ρ
ρ π

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.10 】∂ҡᶢ[Ὡ1,Ὡ2]ֹ[ό1,ό2]ḾẔ￼ S

χ╤ ό4/ό5
ρ ρ
ρ ρ

/╤ ό1/ό5
ρ ς
ς υ

/

╤ ό4/ό5
π ρ
ρ π

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.11 】ҧὺ1=(3,2)Ὕ,ὺ2=(4,3)ὝιḾẔ҈ї֯ ѧ⅛

ῶẑᶢ [ό1,ό2] ι∂ҡ [ὺ1,ὺ2] ֹ [ό1,ό2] ￼

1. ό1=(1,1)Ὕ, ό2@+ʛ4/4,
Ὕ

2. ό1=(1,2)Ὕ, ό2=(2,5)Ὕ

3. ό1=(0,1)Ὕ, ό2=(1,0)Ὕ

问题分析χҡүỴᶢ[ὺ1,ὺ2]ֹүỴᶢ [ό1,ό2]￼ᶢẕᴪὭ ℅ᶴι∂

[ὺ1,ὺ2]ֹ[ό1,ό2]￼ ιᴵҨ ὶּ᷿זԇẪὛ=Ὗʛ1ὠ

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.11 】ҧὺ1=(3,2)Ὕ,ὺ2=(4,3)ὝιḾẔ҈ї֯ ѧ⅛

ῶẑᶢ [ό1,ό2] ι∂ҡ [ὺ1,ὺ2] ֹ [ό1,ό2] ￼

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.12 】ҧὉ=[(5,3) Ὕ,(3,2)Ὕ] ιẊҧὼ=(1,1)Ὕ,ώ@+4/ʛ4,Ὕιћ

ᾀ=(10,7) Ὕ [ὼ]Ὁ, [ώ]Ὁᵙ [ᾀ]Ὁ

问题分析：ҡ‰֝ᶢ[Ὡ1,Ὡ2]ֹүỴᶢ[ό1,ό2]￼ᶢẕᴪὭ ⁞Ὧᶑ‰

ᴪὭԇẪιᶢᶑ‰ὼ=ὟὧιἅҪᴵҨệֹҡ‰֝ᶢᶑ‰ᵇүỴᶢᶑ

‰￼ᴪὭԇẪχὧ=Ὗʛ1ὼιԎѧ,  Ὗʛ1ṏῗ‰֝ᶢ [Ὡ1,Ὡ2]ֹүỴᶢ

[ό1,ό2]￼

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.12 】ҧὉ=[(5,3) Ὕ,(3,2)Ὕ] ιẊҧὼ=(1,1)Ὕ,ώ@+4/ʛ4,Ὕιћ

ᾀ=(10,7) Ὕ [ὼ]Ὁ, [ώ]Ὁᵙ [ᾀ]Ὁ

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.13 】ҧό1=(1,1,1)Ὕ,ό2=(1,2,2)Ὕ,ό3=(2,3,4)Ὕι∂χ

1) ∂ᶢ [Ὡ1,Ὡ2,Ὡ3] ֹүỴᶢ [ό1,ό2,ό3] ￼

2) ∂ї֯ᵇ ᶈᶢ [ό1,ό2,ό3] ї￼ᶑ‰

(i) ὃ=(3,2,5)Ὕ, (ii)  ὄ=(1,1,2)Ὕ, (iii)  ὅ=(2,3,2)Ὕ

问题分析：

ҡ‰֝ᶢ [Ὡ1,Ὡ2,Ὡ3] ֹүỴᶢ [ό1,ό2,ό3] ￼ᶢẕᴪὭ ⁞Ὧᶑ‰

ᴪὭԇẪὧ=Ὗʛ1ὼᴏᴵ∂ệᶑ‰ᵙ

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.13 】ҧό1=(1,1,1)Ὕ,ό2=(1,2,2)Ὕ,ό3=(2,3,4)Ὕι∂χ

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.13 】ҧό1=(1,1,1)Ὕ,ό2=(1,2,2)Ὕ,ό3=(2,3,4)Ὕι∂χ

6. 更多基底变换的例子
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【 习 题 5.14】ҧ ὺ1=( 4,6,7)Ὕ,ὺ2=( 0,1,1)Ὕ,ὺ3=( 0,1,2)ὝιẊҧ

ό1=( 1,1,1)Ὕ,ό2=( 1,2,2)Ὕ,ό3=( 2,3,4)Ὕι∂χ

1) ∂ҡүỴᶢ [ὺ1,ὺ2,ὺ3]ֹүỴᶢ [ό1,ό2,ό3]￼

2) ὼ= 2ὺ1 + 3ὺ2ʛ4ὺ3ι ḧᵇ ὼ Ẕ҈ [ό1,ό2,ό3]￼ᶑ‰

问题分析：ҡүỴᶢ [ό1,ό2,ό3] ֹүỴᶢ [ὺ1,ὺ2,ὺ3]￼ᶢẕᴪὭ

⁞Ὧᶑ‰ᴪὭ￼ ԇẪὠὧ=ὟὨιᴏᴵ∂ệᶑ‰ᵙזּ

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.14 】

χ1) ệ ὺֹ ό￼ ιḫ іṏῗṄ ὺֹ Ὡᴝ Ὡֹ

ό￼ ᵀἄι ѱᴵҨệֹχ

2) ᶢ҈ὺ￼ᶑ‰ὼ Ὥѭᶢ҈ό￼ᶑ‰ιᴵҨ ￼ԇẪזּ

ᴪẻ ệιᴏχ

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.14 】

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.15 】 ḧὺ1= 
ρ
ς

,ὺ2= 
ς
σ

, Ὓ= σ υ
ρ ς

ι∂χύ1,ύ2 ι

ӔệὛѭҡ [ύ1,ύ2] ֹ [ὺ1,ὺ2] ￼

问题分析：ҡүỴᶢ [ύ1,ύ2] ֹүỴᶢ[ὺ1,ὺ2]￼ᶢẕᴪὭ ҈יּ

Ὓῗὡֹὠ￼ ιἍҨῶὛ=ὠʛ1ὡιּי℅ᴵҨệֹὡ=ὠὛ

χ ∂ὠֹ ὡ￼ᶑ‰ιᴏַּזԇẪὡ=ὠὛ∂ ιԎѧ Ὓѭ ὺֹ

ύ￼

ὡ=ὠὛ= 
ρ ς
ς σ

σ υ
ρ ς

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.15 】 ḧὺ1= 
ρ
ς

,ὺ2= 
ς
σ

, Ὓ= σ υ
ρ ς

ι∂χύ1,ύ2 ιӔ

ệὛѭҡ [ύ1,ύ2] ֹ [ὺ1,ὺ2] ￼

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.16 】 ḧὺ1= 
ς
φ

,ὺ2= 
ρ
τ

, Ὓ= 
τ ρ
ς ρ

ι∂χό1,ό2ιӔ

ệὛѭҡ [ὺ1,ὺ2]ֹ[ό1,ό2]￼

问题分析：ҡүỴᶢ [ὺ1,ὺ2] ֹүỴᶢ [ό1,ό2] ￼ᶢẕᴪὭ ҈יּ

Ὓῗὠֹ Ὗ￼ ιἍҨῶὛ=Ὗʛ1ὠιּי℅ᴵҨệֹχ

ὠ=ὟὛ=> Ὗ=ὠὛʛ1

:

ὡ=ὠὛʛ1 =
ς ρ
φ τ

τ ρ
ς ρ

6. 更多基底变换的例子
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【习题5.16 】 ḧὺ1= 
ς
φ

,ὺ2= 
ρ
τ

, Ὓ= 
τ ρ
ς ρ

ι∂χό1,ό2ιӔệ

Ὓѭҡ [ὺ1,ὺ2]ֹ[ό1,ό2]￼

6. 更多基底变换的例子
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课后作业 Link

http://teaching.ouxinyu.cn/ComputerMath/Html/Homwork/Lecture06BaseConversionAssignments.html
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